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Dann läßt sich das Minimumprinzip auf die reine 
Wärmeleitung, die elektrische Leitung und das 
gleichzeitige Auftreten von Transportphänomenen 
und chemischen Reaktionen ausdehnen36. Auch die 
Stabilität dieser stationären Zustände minimaler 
Entropieerzeugung läßt sich nachweisen36. Bezüg-

lich der chemischen Reaktionen gelten die gleichen 
Einschränkungen wie oben. 

Herrn Prof. J. Meixner danke ich für wertvolle 
Diskussionen und Herrn Prof. E. Jenckel dafür, daß 
er die Durchführung dieser Arbeit in seinem Institut 
ermöglicht hat. 

Spinortheorie der Elementarteilchen I 
(Grundlagen der modifizierten Theorie) 

V o n F E R D I N A N D C A P 

Aus dem Institut für theoretische Physik der Universität Innsbruck 
(Z. Naturforschg. 8a, 740—744 [1953]; eingegangen am 4. September 1953) 

Während die übliche Spinortheorie der Elementarteilchen mit mehr als 2 (2 s -+- 1) 
Spinorkomponenten arbeitet und Spinoren mit punktierten und unpunktierten Indices 
verwendet werden, begnügt sich die hier vorgeschlagene Theorie mit 2 (2s + 1) Spinor-
komponenten, herrührend von Spinoren, die nur eine Indexsorte besitzen und Dif-
ferentialgleichungen 2. Ordnung genügen. Es wird zunächst über die übliche Theorie 
referiert und der Grundgedanke der neuen Theorie wird herausgearbeitet. 

Betrachtet man die heutige Theorie der Elemen-
tarteilchen1, so kann man sich des Eindrucks 

nicht erwehren, daß die Anzahl der Komponenten 
der Wellenfunktion, die für die Beschreibung eines 
bestimmten Teilchens herangezogen wird, nicht 
übereinstimmt mit den physikalischen Möglichkei-
ten eines Elementarteilchens. Es ist doch so, daß ein 
bestimmtes Elementarteilchen zwei Freiheitsgrade 
besitzt: Ladung und Spin. Die Ladung kann die Zu-
stände positiv elektrisch und negativ elektrisch an-
nehmen ; der Spinfreiheitsgrad hat beim Spin s be-
kanntlich die Einstellmöglichkeite.n s, s — 1, s — 2, 
. . . ,— (« — 2), — (s — 1), — s, also insgesamt 2s + 1 
Möglichkeiten. Zusammen mit den durch den La-
dungsfreiheitsgrad gegebenen zwei Möglichkeiten 
sind dies 2 (2 s 1) durch Messung voneinander 
scharf zu unterscheidende physikalische Zustände 
(Tab. 1). 

Beim Leptonfeld beispielsweise kann man ein 
Elektron mit „aufwärts" und eines mit „abwärts" 
gerichtetem Spin, ein Positron mit „aufwärts" und 
eines mit „abwärts" gerichtetem Spin unterschei-
den. Es hat sich nun aus Gründen der einfachen 
Rechen weise in der Physik eingebürgert, einen Vor-
gang mit z physikalisch voneinander unterscheid-
baren Freiheitsgraden durch 2-komponentige mathe-

1 G. Wentzel . Einführung in die Quantentheorie 
der Wellenfelder, Deuticke-Verlag, Wien 1943; L. de 
Broglie, Theorie Generale des Particules ä Spin, Gau-
thier-Villars-Verlag, Paris 1943. 

Name 
des Teilchens Spin s Zahl 

der Zustände 

skalares Meson 0 2 
Lepton2 1/2 4 
vektorielles Meson 1 6 
3/2-Teilchen 3/2 8 
Graviton 2 10 
5/2 5/2 12 
3 3 14 

Tab. 1. 

matische Größen zu beschreiben. So wird z. B. die 
Bewegung eines starren Körpers, die bekanntlich 
6 Freiheitsgrade besitzt, durch 6 Größen — Ge-
schwindigkeitsvektor der Schwerpunktstranslation 
und Winkelgeschwindigkeit um den Schwerpunkt 
— dargestellt. Weniger Komponenten würden den 
Vorgang nicht vollkommen beschreiben — mehr 
Komponenten wären formal einführbar, physika-
lisch aber sinnlos und würden zusätzliche Neben-
bedingungen erfordern (mit deren Hilfe die über-
flüssigen Komponenten eliminiert werden könn-
ten) . 

Die heutige Theorie der Elementarteilchen arbei-
tet aber nach einem solchen Schema — es werden 
weitaus mehr Komponenten verwendet als physi-

2 F. Cap, Acta physica austriaca, 6, 35 [1952], s. 
dort Zitate aus Phvsic. Bev. 
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kaiisch nötig sind; die überzähligen Komponenten 
werden dann noch zusätzlichen Nebenbedingungen 
unterworfen, können aber in den meisten Fällen 
nicht mehr völlig eliminiert werden. 

Die Gründe für dieses Verfahren sind mehrfach: 
1. kann man es so erreichen, daß dann die das 

Elementarteilchen beschreibenden Wellenfunktio-
nen einer Differentialgleichung 1. Ordnung in Ma-
trixform (z. B. Dirac-Gleichung, Kemmer-Glei-
chung3) genügen, so daß eine Wahrscheinlichkeits-
deutung der Wellenfunktionen möglich wird (zu-
mindest für das „Einkörperproblem"). 

2. erzwingt die geforderte relativistische Inva-
rianz der Theorie die Verwendung von Spinoren4, 
deren Komponentenanzahl einem bestimmten Ge-
setz gehorcht. 

Nun ist aber bekannt, daß sich die Wahrschein-
lichkeitsdeutung der Wellenfelder gar nicht konse-
quent durchführen läßt — die Kemmer-Gleichung 
ergibt höchstens für das Einzelteilchen physikalisch 
vernünftige Aussagen und die der de Broglie-Proca-
Gleichung5 gehorchenden Funktionen bilden gar 
keine positiv definite Wahrscheinlichkeitsdichte1. 

Wenn wir daher diese Wellenfelder — ähnlich dem 
Maxwell-Feld — als physikalisch echte Felder (die 
sogar meßbar sind — bzw. sein müßten —, wenn 
das zugehörige Elementarteilchen elektrisch unge-
laden ist) ansehen, fällt jeder Anlaß weg, Differen-
tialgleichungen erster Ordnung zu verwenden. Verf. 
hat daher bereits 1949 in einem wissenschaftlichen 
Vortrag die Hypothese aufgestellt, daß es ganz all-
gemein möglich sein müsse, die ein Elementarteil-
chen nach der heutigen Theorie beschreibenden 
Spinorkomponenten in ihrer Anzahl auf 2 (2 s -(- 1) 
komplexe Komponenten zu reduzieren und daß die 
so reduzierte Theorie der physikalischen Wirklich-
keit gerecht werden müsse. 

In einer folgenden Arbeit6 soll gezeigt werden, 
wie ganz allgemein in relativistisch invarianter 
Weise die Elimination der „überflüssigen" Spinor-
komponenten vorgenommen werden kann. 

3 N. Kemmer, Proc. Cambr. Philos. Soc. vom 22. 
6. 1939. 

4 B. D. van derWaerden, Göttinger Nachrichten, 
1929, 100; s. auch: Derselbe, Gruppentheoretische 
Methode in der Quantenmechanik, Springer-Verlag, 
Berlin 1932; Laporte-Uhlenbeck, Physic. Rev. 37, 
1380 [1931]; H.Weyl , Gruppentheorie und Quanten-
mechanik, Hirzel-Verlag, Leipzig 1928; E. Cart an, 
Legons sur la Theorie des Spineurs, Hermann-Verlag, 
Paris 1938; P. Urban u. F. Schwarzl, Acta physica 
austrica, 4, 380 [1950]. 

Das Ergebnis, daß 2 (2 s -f 1) komplexe Spinor-
komponenten für die exakte und relativistisch in-
variante Beschreibung eines Elementarteilchens vom 
Spin s tatsächlich auslangen, sei vorweggenommen; 
der Beweis wird später nachgetragen werden7. 

Die übl iche Spinortheor ie der E lementar -
te i lchen 

Es zeigt sich8, daß das Elementarteilchen vom 
Spin s durch zwei Spinoren vom Rang r = 2s dar-
gestellt werden kann. Wir bezeichnen diese mit 

/ i 2 . . . \iM Aoj"i/t2 • • -Um a , o 
v1v2. . .vN v2 . . . vN 

Da somit M -f N gleich der Gesamtzahl der Indizes, 
also gleich dem Spinorrang r ist, gilt 

r =M + AT = 2s. (1) 
Außerdem gilt 

für ganzzahligen Spin s: M = N — s, (2) 

für halbzahligen Spin s: M = s —— , (3) 

N = s + y . (3') 

Wie man sich leicht überzeugt, besitzt ein Spinor 
vom Rang 2 s allgemein 

/ = 22' = 2r (4) 

Komponenten. Aus physikalischen Gründen8 müs-
sen diese Spinoren vollsymmetrisch sein, es tritt 
also eine Verminderung der Komponentenzahl ein — 
diese reicht allerdings noch nicht aus, um auf 
2 (2 s -f 1) Komponenten zu kommen. 

Verlangt man von den Spinoren a und b volle 
Symmetrie, so sieht man, daß deren Komponenten-
zahlen sich wie folgt reduzieren: 

für a fa=(M+l)(N+l), (5) 

für b fb = N(M + 2), (6) 

wo g=fa + fb = 2MN+M + 3ÄT + 1. (7) 

5 L. de Broglie, Möcanique ondulatoire du Pho-
ton, Gauthier-Villars-Verlag, Paris 1949. 

6 H. Donnert, Spinortheorie der Elementarteilchen 
II, Z. Naturforschg. 8a, 745 [1953]. 

7 F. Cap, Spinortheorie der Elementarteilchen III, 
Z. Naturforschg. 8 a, 748 [1953]. 

8 P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A 
155, 447 [1936]; M. Fierz, Helv. physica Acta, 12, 3 
[1939] und andere. 
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Die Summe g ist also die Anzahl der in der heute 
üblichen Theorie verwendeten Komponentenzahl. 
Im einzelnen gilt Tab. 2, wenn 

p = 2(28+1). (8) 

Man vergleiche die Werte von p mit g; es gilt stets 
g ^ p; das Gleichheitszeichen bei 5 = 0 und 1/2 
zeigt die Erfüllung der hier aufgestellten Hypothese 
durch die heutige Theorie bei diesen Teilchen an. 

fasser aber nur p Gleichungen für p unbekannte 
Funktionen angesehen. 

Die in den Gin. (10) und (11) auftretenden Spino-
ren duv und 8,\v sind Differentialoperatoren. Be-
kanntlich kann man ja jeden Vierervektor in einen 
Spinor 2. Ranges mit einem punktierten und einem 
unpunktierten Index verwandeln; es gilt: 

= ^ = y CT/'" 8-„ = J aif-v 8"" (12) 

s N M r / 2 / fa h g V Q m 

0 0 0 0 1 2 1 l * 2 2 0 2 
1/2 1 0 1 2 4 2 2 4 4 0 4 
1 1 1 2 4 8 4 3 7 6 1 9 

3/2 2 1 3 8 16 6 6 12 8 4 20 
2 2 2 4 16 32 9 8 17 10 15 47 

5/2 3 2 5 32 64 12 12 24 12 40 104 
3 3 3 6 64 128 16 15 31 14 79 207 

(ohne Symmetrie) (mit voller Symmetrie) 

Da ein Skalar keinerlei Symmetrieeigenschaften besitzt, versagt für 

Tab. 
0 Gl. (6), ebenso die Gleichung für q. 

2. 

Die 2 / Funktionen gehorchen den die Symmetrie 
der beiden Spinoren ausdrückenden 2/ — g = 
22s + 1-g, mit (1) 22s+1-2N(M + l ) - ( 2 s + l) 
Nebenbedingungen der Art 

/.i1pt.../iM 0—1 
E . . a , E . . = , , Hltxj v1vt...vN ni ßj \l 0 

vj H2 . . . Hm 
E a 

VN 
VI VJ 

£ = 
0 1 

— 1 0 (9) 

und außerdem den 2/ = 2 2 s + 1 linearen homogenen 
Differentialgleichungen 1. Ordnung von Dirac8 : 

8 a 
V, VO 

iUM 
vN 

• mc u0 nx H2 i —— b ri v9 , 
llM 

8 . b fl0V>lf*2 
vN 

IHl . mc Hißo i —— a 
n vx v 2 . . . vN 

= 0, 
(10) 

= 0 . 

(11) 

Wir verfügen also insgesamt über m = q + 2 / = 
22S + 2 _ 2N (M + 1) - (2s + 1) Gleichungen für 
die 2/ Funktionen, wo ra > 2 / ^ g ^ p . Von den 2/ 
Feldgleichungen sind allerdings infolge der Neben-
bedingungen q Gleichungen identisch erfüllt, so daß 
von den m Gleichungen 2/ Gleichungen für 2/ Funk-
tionen, bzw. 2/ — q = g Feldgleichungen für die 
g Funktionen verbleiben; dies ist die heute übliche 
Theorie. Als physikalisch sinnvoll werden vom Ver-

und umgekehrt 

= 8 ^ = 2 ^ 8 , (13) 
mit xx = x, x2 = y, x3 = z, x4 = i c t und dem me-
trischen Tensor gmn ( = 1 für m = n, 0 für m £ n), 
wo die Matrizen a und q definiert sind durch 

It v . r f i . i t V jxv Or»"" = — Qf = — Q1"": 

er-, — o = 
0 1 
1 0/ ' 

'3 - ^ - \0 — 1 

<7 o = G — I . 
0 — i\ 

<7rt — = | n , | , C4 = er4 

i 0, 

— i 0\ 
0 — i ' 

, (14a) 

G ill v ' ^ ii v Q ifi v Q (xv 
/ 0 -a', = er 1 0 i 0/ 

i 0\ 
0 — ij 

Führen wir auch für den Koordinatenvierervektor 
xi einen Spinor ein, so gelangen wir zu Spinorkoordi-
naten x'uv bzw. x"v, die definiert sind durch: 

1 v Qiu v • 
Die Umkehrung lautet: 

1 .• 1 x rrl "v x' nl' x"' — 9 II I' ~~ T) UV 

(15) 

(16) 

(17) 
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Führt man diese Spinorkoordinaten in den Diffe- ^ V2 • • - AM • (—2») ^PoPi • • 
rentiationsvektor ein, so erhält man VOVI • • • VN V2 . . . VN 

L a . L • a L n i - p wegen M = N — s, so daß (10), (11) übergehen in: 
9 u v 9 u v i n (J uv \xo) dx,üv 2 'lv 2 t*vl 2 

d l • l . . l . . • m c h /**-• t*M n — _ — f)fv rri.uv a — ni,uv o /iq\ ti . a — i —— 0 = 0 , (Zö) — o 0 — 9 ° 9 Q CI LI] VN f, . . . VN H VN v. . . . VN V ' dxuv ~ 2 ~ 2 2 " * v ' vi • • - VN n »o»i • • • VN 

bZW' A ^ 1 V° b ^ ' ' ' — i — ' ' ' — 0 ( 2 9 ) 

8 xflv <JXfJLV 
(21) und (22) in die dazu konjugiert komplexen 

Die 
zu (10) und (11) konjugiert komplexen Glei- Gleichungen* 

chungen lauten: 
— Hx . . . um . mc - n2 • • • 

^ . m o = 0 ( 2 1 ) + h<Vl...vN = ° ' ™ . . . Vy ft V2. . .VN ' 

li9IAx...pM mc ^...fiM 8vlVo - mc = 0 (31) a 6 + * — a = 0 . (22) "o »x • • • "jy « vx . .. vN 
tlovi v2 . . . vN n vx ... vN 

Die Gin. (10), (11), (21) und (22) sind gegen eigent- Da heute allgemein die Feldgleichungen von FJe-
liche Lorentz-Transformationen invariant. Bei Lo- mentarteilchen aus einem Variationsprinzip 
rentz-Spiegelung gehen sie in folgende Gleichungen 
über: < 3 j £ d r = 0 (32) 

a) für Fermionen: abgeleitet werden, mag es interessant sein, die zu 
^ . . den Gin. (10) und (11) gehörenden Lagrange-Funk-

1 -> i b^ 0 ^M , (23) tionen anzuschreiben. Dabei müssen wir wiederum vx . . . Vjj v2 . . . Vfj 
die beiden Fälle von Fermionen und Bosonen unter-

^HoHx . . .nM A 2s) . . . n M scheiden. 
V2 • • • VN VI • • - VN Die Variationen ergeben sich nach folgender Glei-

wegen M = s — N = s ir, so daß die Feldgln. 
8 £ • 8 £ d ^ (10, (11), (21) und (22) in sich selbst übergehen. 8uk v 8 • — — = 0 (33) P) am / 1 \ TT T p / Q • 4/l\ ' \ / 

chung: 
8£ 
8y> " 8{8**y) 8{8„Ty>) 

b) für Bosonen: 
^ ^ ^ 2 s) jj, fi wo in einer Variationsgleichung immer nur ein und 

« . i : . (25) derselbe Spinor die Stelle von ip einnimmt. Die 
Variationen nach den verschiedenen Spinoren er-

Ai • • -i*M ^ i (—2s) & /i2 . . . g e b e n d i e e i n z e l n e n Feldgleichungen. Für den Fall 
V2 • • • VN VOVI • • • VN v o n Fermionen genügt folgender Ansatz unseren 

und wiederum Forderungen: 

-vx...vN ( h0...fiM mc ii 1...pM\ v2...vN I U0vx fix...fiM . mc iiQ...'nM\ 
1 = 0 . d . 0 — 1 —— a I -f- a . 18 a — i ——- b fix... nM \ fi0 V, v2 ... vN Ti vx ... VN I fi0.../iM\ vx ...vN Ti VO ... vN ] 

, , »1 — »zr /„ -n0...nM mc -fix... nM\ V2...VN I Uoi'x f*M . mc fiu ... + 0 o . o . 4-1 . a . . + a 13 a . . 4- i ——— b . . . HX ... nM \ fx0 vx v2 ... vN n vx ... vN J [i0...[iM\ v x ... vN Ti v2 ... vN J 
(34) 

£ ist offensichtlich reell als Summe eines Anteiles £l5 bestehend aus den beiden ersten Summanden, und 
eines konjugiert komplexen £ r Setzt man in der Variationsgleichung y — b, so folgt (11), mit ip = a 
(10), mit xp = b (22) und mit xp = a (21). 

Für Bosonen ist die Forderung nicht voll erfüllbar. Mit M = N = s machen wir folgenden Ansatz: 
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£ = a 
Mi 

M 0 

+ a Mi 

Ml 

r- {>• 
bMo• • Ms + dMiV o bM>. • Ms 

Ms Mo vi r2 • • vs v0 • • Vg 
vs ffl̂ " vi Mi • • Ms . mc ,M u • • 8 a • Ms 

— t b • 

Ms Vi • • vs n V> • • vs! 

Ms bV°-
• vs Mo vi + 8 1 - Vo . 

b 
• vs 

vs \ Mi Vo M 2 • • Ms Mo • • Ms 

Ms fo^l Vo -V1 . • vs . m c -V o . . • Vg\ 8 a . "f ^ — b . vs Mi • • Ms n M 2 • • • Vs! 

. mc . . . 
2 i —rr~ a i Ä vt ... vs 

+ 5 a . « 
Ml "0 V 

fl 

. mc vA 
2 i —r— a Ä • • • /<«/ 

+ & d . a . 
Movi /«i 

. mc u2 
— 1 ~T~ b 

. mc ~v2 i ——- 6 . ß /tc 

Der Ausdruck ist offensichtlich reell, weil er sich als Summe £ = £x -+- £x darstellen läßt (£x sind die 
ersten drei Summanden). Die Variation nach w — bV-2 V-s liefert (10), nach w = b V" ' ' ' V-s (28), nach 

Mo • • • Ms fi2 • • • Ms 
• • • Ms (21), nach y> = ' ' ' ^ (30). Variiert man dagegen nach ip = a ' ' ' v.s, so folgt 

V„ . . . Vg v2 • • • Vg . . . flg 

8 . b"* H o»! Vt 

Ms , „M\ "0 7 Ml 
4- ö o 

„ . m c Hi — 2 i —-— a v„ h v, = o , (36) 

bei Variation nach xp = a Mi folgt 

vo Mi 
Vs + B^l*.* 
Ms Mo 

. mc _ vj 2 & -—- a . n u. = 0. (37) 

Diese Variationsgleichungen stimmen nicht mit 
(11) und (29) bzw. (22) und (31) überein. Für die 
physikalischen Aussagen, die sich aus den Feldglei-
chungen ergeben, bedeutet es aber keine Änderung, 
wenn man (11) und (29) durch (36), das die Summe 
von (11) und (29) ist, ersetzt und ebenfalls (22) und 
(31) durch ihre Summe (37) ersetzt. Dies wird offen-
sichtlich, wenn man, was bei Bosonen immer mög-
lich ist, zu den Feldgleichungen in Tensorform über-
geht. In diesem Falle entsteht aus (11) und (29) 
übereinstimmend mit dem Ergebnis aus (36) eine 
einzige Gleichung, nämlich: 

- 2 8U G\rirs •••'.= »' A\ (38) 

aus (22), (31) und (37) übereinstimmend die zu (38) 
konjugiert komplexe Gleichung. Dabei ist Gro\ri •• rs 
ein Tensor, der in (r0, rx) antisymmetrisch, in allen 
Indexpaaren (rK, rL) für K, L — 2, 3, . . . s symme-
trisch und in jedem Indexpaar spurfrei ist, Arvr* 
ist ein in jedem Indexpaar symmetrischer und spur-
freier Tensor. 

Der Verf. dankt Herrn H. Donnert für die Durch-
führung der Rechnungen über die Lagrange-Funktion. 


